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Si esaminano in modo dettagliato alcuni strumenti utilizzati nel passato per il progetto di orologi solari piani,
mettendo in evidenza come in effetti essi risolvano di volta in volta le note formule.

Breve premessa teorica. Negli ultimi decenni del XIX
secolo si ¢ sviluppata, soprattutto da parte del francese
M. D’Ocagne, quel ramo della matematica applicata che
lui stesso designd come nomografia, da intendersi come
la teoria generale dei metodi di rappresentazione
geometrica delle leggi di dipendenza fra due o piu
variabili, in modo che, fissate le altre, seppur con
approssimazione si possa conoscere quella voluta per
semplice lettura, eventualmente interpolata. Soluzioni
grafiche di problemi numerici specifici erano note gia da
tempi molto precedenti, ma tutti questi metodi furono
unificati nella teoria generale dovuta principalmente al
D’Ocagne.

Mettiamo qui in evidenza alcuni argomenti della
nomografia che ci saranno utili nel prosieguo.
Scale funzionali: su una linea qualsiasi 7y si fissa

un’origine O, un verso positivo e un’unita di misura m

Scala funzionale
x=m*f(X)
X
0 A
¥ 4
Es.: Scala quadratica f(X)=X*X
3 R B e
Altro es.: Scala logaritmica  f(X]=LogX
o
0.1 ! 10 100

Fig. 1 Definizione ed esempi di scala funzionale
(modulo) per la sua ascissa curvilinea. Sia f(X) una
funzione monodroma e sia x=m- f(X); si ha una scala

funzionale se ad ogni punto A di y di ascissa curvilinea
x si fa corrispondere la quota X.

x=m- f(X) el’equazione della scala
Gli abachi sono dei grafici per mezzo dei quali si
rappresentano funzioni con delle curve molto semplici
(rette, cerchi, etc.) usando per assi scale funzionali
adeguate. Abachi semplici sono quelli cartesiani ¢ quelli

polari; ad esempio in Fig. 2 ¢ I’abaco polare
dell’Equazione del Tempo.

Fig. 2 Abaco polare dell” Equazione del Tempo

Ai nostri fini sono importanti i nomogrammi a punti
allineati. Questi si ottengono quando, data una equazione
f(X,Y,Z)=0, si wovano tre curve vl ,y2 , V3,
opportunamente graduate in modo che, comunque si
prenda una retta 7, le quote Xo , Yo, Zo dei tre punti
M1, M2, M3 in cui la retta r taglia le tre curve,
soddisfanola f(X,Y,Z)=0.
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Fig. 3 Nomogramma a punti allineati
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Questi nomogrammi sono semplici e pratici, soprattutto
per la facilita e precisione con cui si pud effettuare
Iinterpolazione sulle linee graduate.

Ciascuna delle curve 7y pud essere espressa in forma
parametrica e conseguentemente i vari punti M possono
esprimersi secondo le proprie coordinate cartesiane
dipendenti dal parametro, che coincide con la quota;
avremo cosi:

Ml= [xI(X), yl(X)]
M2= [XZ(Y), y2(Y)]
M3=[x3(Z), y3(2)]
condizione

Dall’algebra lineare si sa che

I’allineamento dei tre punti & che:

per

x(X) yl(X) 1
x2(Y) y2(Y) 1|=0
x3(Z) y3(Z) 1

ciog, in definitiva, si deve riuscire a scrivere la
f(X,Y,Z)=0 nella forma indicata dalla condizione

sopradetta; questo ¢ praticamente possibile quasi sempre e
spesso anche in pitt di un modo.

Descriviamo ora alcuni strumenti meccanici concepiti per
il progetto di orologi solari; questi oggetti forniscono,
senza la necessita di alcun calcolo, le grandezze
necessarie per la costruzione dell’orologio oppure che
sono di ausilio alla disegnazione diretta dell’orologio sul
suo quadro.

1l cerchio di Daniel Foster: con esso si ricavano i dati
necessari per costruire orologi solari piani, orizzontali e
verticali declinanti. E’un cerchio (Fig. 4.) in cui si
identificano cinque scale: la semicirconferenza di sinistra
¢ suddivisa in 90 moduli, ciascuno di ampiezza di 2°. A
partire dagli estremi della semicirconferenza, la quota &
indicata ad ogni decina; in effetti questa ¢ una scala
doppia, quella in senso orario e quella in senso antiorario.
La seconda scala si trova sul diametro verticale del
cerchio, parte a destra. I vari punti di questa scala si
ottengono quali punti di intersezione fra il diametro stesso
e la congiungente i punti della semicirconferenza a
sinistra con il punto centrale della semicirconferenza a
destra. LLa quota dei punti cosi individuati ¢ la stessa dei
punti della semicirconferenza di sinistra (percorsa in
senso antiorario) dai quali si parte.

La terza scala ¢ una scala affacciata (¢ la parte a sinistra)
alla seconda e le sue quote sono le stesse della seconda
scala divise per 15: questa terza scala da 1’indicazione
delle ore quando la seconda da I’angolo orario.

La quarta scala & sul quadrante superiore destro del
cerchio; I'angolo formato dai vari punti di questo
quadrante superiore, a partire dal punto piu alto del

cerchio, ¢ tale da soddisfare x=arctan(sin X), con la

quota X =90° cui  corrisponde  I’angolo
Xy =714 =45°.

Fig. 4 1l cerchio di Daniel Foster

La quinta scala ¢ la simmetrica della quarta, rispetto ad un
asse orizzontale centrale.

Caratterizziamo ogni scala dettagliatamente sia in modo
geometrico che analitico facendo riferimento al sistema
d’assi cartesiani di Fig.5, valevole per tutte le scale.
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Fig.5 Prima (solo I’antioraria), seconda e terza scala

Nella Fig.5 ¢ rappresentata la prima scala (solo quella
antioraria); essa ha origine in A e definisce sulla
semicirconferenza di sinistra la corrispondenza con
I’ampiezza dell’angolo o (e 20).

Detto R il raggio del cerchio, le coordinate di M sono:

x1=—R-sin2« yl=4R-cos2a

con 0<o<90° o coincide con 1’angolo orario H.
Per la scala in senso orario, che ha per retta di origine
degli angoli o quella passante per D e C, le coordinate

sono: xl=—R-sin2«¢ yl=—-R-cos2x
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Sempre dalla Fig. 5 si vede come viene generata la
seconda scala: la stessa retta DM, che definisce I’apertura
dell’angolo o = H, incontra il diametro AC nel punto E,
la cui quota ¢ la stessa del punto M della prima scala.

Le coordinate del punto E sono:

x2=0 y2=R-tan(45° - @)
con 0<0<90°.
La terza scala ¢ affacciata alla seconda ed ¢ la scala delle

ore: 1 suoi punti sono identificati semplicemente dai
corrispondenti a destra divisi per 15.

tang a = sin LAT o

Fig. 6 Quarta e quinta scala

La quarta e la quinta scala sono rappresentate in Fig. 6;
esse sono simmetriche rispetto all’asse x . Riferendoci
alla scala nel quadrante superiore, gli archi, a partire
dall’asse y, e individuati dal punto di incontro della retta
che forma 1’angolo di ampiezza a, sono contraddistinti
dalla quota Arco=arcsin[tan(a)]. Come vedremo,

Arco, di volta in volta,
Declinazione della parete.
Le coordinate del punto M sono:

x3=R-sin2a y3=R-cos2a
con 0O< a<45°
Per la scala quinta, quella del quadrante inferiore, le
coordinate del punto M sono invece:

x3=R-sin2a y3=—R-cos2a

sara la Latitudine o la

Come si usa il cerchio di Foster e sua giustificazione.
L’uso dello strumento € molto semplice: si tratta di
congiungere con una retta due punti noti su due scale,
prolungare la retta fino ad una terza scala sulla quale
leggere il risultato. Vediamo le procedure per gli orologi
ad ora vera locale, sia orizzontale che verticale declinante.
Per l'orologio orizzontale 1'unico dato che & noto in
partenza ¢ la Latitudine LAT del sito. E’ poi risaputo che
I’elevazione € dello stilo ¢ uguale alla latitudine, che la
retta meridiana coincide con la retta Sud-Nord, che le
rette orarie sono simmetriche rispetto al mezzogiorno;
rimane solo da calcolare I'angolo che le rette orarie
formano con la meridiana.

Per far questo si individua sul quadrante destro inferiore il
punto relativo alla latitudine del sito; si congiunge tale

punto con il punto sulla scala delle ore (terza scala)
relativo all’ora che interessa (tenendo conto che il
mezzogiorno ¢ I’ora 0, che 1 corrisponde alle 13 e alle 11,
e cosl via) e si prolunga la retta fino ad incontrare la scala
antioraria sulla semicirconferenza di sinistra, e qui si
legge il valore dell’angolo, cercato, che la retta oraria
forma con la meridiana. Nella Fig.7 sono mostrate, per
esempio, tre rette: per LAT=40°, si leggono per le ore 11
(e 13) 9.75° per le 10 (e 14), 20.3°% ¢ per le 7 (¢ 17)
67.4°.

Fig. 7 Esempio di calcolo col cerchio di Foster
degli angoli di alcune rette orarie di un orizzontale

E’ molto semplice verificare che la condizione indicata
nella premessa teorica ¢ soddisfatta, ma, a questo, si
preferisce fare una dimostrazione che metta chiaramente
in evidenza che le operazioni grafiche effettuate sono tali
da fornire in effetti il risultato della formula analitica
corrispondente, in questo caso

tan(w) = tan(H ) - sin(LAT)
con o angolo fra la linea meridiana e la retta oraria
relativa all’angolo orario H
Nella Fig.8 per chiarezza dimostrativa, ¢ rappresentato il
cerchio di Foster ma senza il dettaglio delle scale; si ¢
tracciata la retta che parte dal punto Q che ¢ il valore della
latitudine del sito, e passa per il punto T che rappresenta
I’angolo orario per il quale si vuol conoscere
I’angolazione della retta oraria rispetto alla meridiana.
Questo valore si ottiene, come abbiamo visto leggendolo
dove la prosecuzione della retta per Q e T incontra la
semicirconferenza di sinistra, nel punto P. Sempre nella
Fig.8 si sono evidenziati gli angoli che caratterizzano le
tre scale che qui sono in gioco; si puo cosi vedere che:

TDO =45°— H
1-tan H
.1+tanH
POQ =2 +90°+(90°— 2a) = 180° + 2a— 2a
POK = POQ[2=90°+a—a OPK =a-a
TOK = POK -2« OTK =90°~TOK = +a

OT =R-tan(45°— H)=R
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by
QW= A
x1=-Rsin2a
y1=+Rcosfa ’
T
2a
i 5
B \ 0 D
T=(x2,y2) e ¢
x2=0 Q
y2=Rtan(45°-H) LAT
x3=Rsin2a
\ . y3=-Rcos2a

Fig. 8 Figura per la dimostrazione della formula di ®

OK =R -sin(a— )
0Kk R. sin(a — @)
cos(TOK) sin(a +@)
Uguagliando ora le lunghezze di OT trovate nei due modi
diversi e tenendo conto che ’angolo « coincide con la
quota M, si ottiene:
l-tanH sin(a—@) sina-cos@—cosa-sin®
l+tanH sin(a+@)

oT

sina-cos @+ cosa-sin @

I-tanH 1-cosa-sin@/sina-cos@w 1—tanw/tana

l+tan H 1+cosa-sinw/sina-cos@ 1+ tan@/tana
da cui:

_ tan @ _

tan @
tan H =

tana  sin LAT

ciog, finalmente:

|tana): tan H -sinLAT|
Per I’orologio verticale declinante i dati di partenza sono
la latitudine del sito LAT e la declinazione gnomonica del
quadro DECL. Il progetto di un verticale declinante
mediante 1'uso del cerchio di Foster prevede una precisa
sequenza operativa di passi successivi che utilizzano due
dei dati, o noti o trovati; i passi ricavano:
1. Angolo ¢ fraretta substilare e retta meridiana
2. Angolo orario H g, della substilare

3. Angolo ¢ di elevazione dello stilo
4. Angolo ® frarette orarie e substilare

A titolo di esempio ci si riferisce ad un orologio verticale
sito a LAT=46° con DECL=30° Est.

Angolo ¢ fra retta substilare e retta meridiana. (Fig.9)

Si traccia la retta che congiunge il valore della DECL
preso sul quadrante destro superiore con il valore della
LAT sulla semicirconferenza di sinistra letta in senso
orario; sul diametro verticale, scala di destra, si rileva cosi
il valore di o0 25.8°

Si ricorda che quando DECL > 0 (declinazione Ovest), la
substilare ¢ alla destra della retta meridiana, e quando

Fig. 9 Esempio dirilievo del &, angolo fra substilare e
meridiana, nel caso di LAT=46° ¢ DECL=-30°.

DECL < 0 (declinazione Est), la substilare ¢ alla sinistra
della retta meridiana.

Dalla Fig.10, in modo del tutto analogo alla precedente
dimostrazione, si ottengono le relazioni che portano alla
formula di calcolo dell’angolo © . Si ha:

by
x3=Rsin2a

x2=0 y3=RcoBZa

y2=Rtan(45°-q) 5
x1=—Rsin2a 02y o 8 DECL
y1=-Rcos2a
P LAT 2 .
B 0 D'

2a
C

Fig. 10 Esplicitazione delle scale per la dimostrazione
della formula del ©

COP =a = LAT COO=a tana = sin LAT
00K =a—a KOQ =90°—(a—a)
KOT =KOQ-2a=90°-a—a KTO=a+a

OK :R-siHOQK =R sin(d—a)

OTZOK-sinKYA"O:R.W—_a)

sin(& +a)
0T=R-tan0DAT=R,tan(450_o_)=R.1—taIlO'
1+ tano
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l-tano _sin(@—a) sing-cosa—cosq-sina
l+tano sin(@+a) sin@-cosa-+cosa-sina

I-tano 1—cosa-sina/sina-cosa l—tana/tana

l+tano l+cosa-sina/sin@-cosa 1+tana/tane

tana _sin DECL

tan LAT

tano =
tan LAT

tano

Fig. 11 Esémpio di rilievo dell’angolo orario e dell’ora
della substilare , nel caso di LAT=46° ¢ DECL=-30°.

Angolo orario Hg,,, della substilare (Fig.11)

Si traccia la retta che congiunge il valore della LAT,
preso sul quadrante destro inferiore, con il valore della
DECL sulla semicirconferenza di sinistra, letta in senso
antiorario; sul diametro verticale, scala di destra, si rileva
cosi il valore dell* Hg,,. della substilare, nel nostro
esempio pari a 38.7°. Poiché 1’orologio dell’esempio &
declinante verso Est (DECL<0), la substilare ¢ a sinistra
della retta meridiana, quindi 1’ora substilare ¢&
antimeridiana e pari a 38.7/15 = 2.58 ore prima del
mezzogiorno vero locale, cio¢ 9.42 ore =» 9h 25m. Il
valore di 2.58 si pud rilevare direttamente sulla scala
affiancata (scala sinistra del diametro verticale).
Dalla Fig.12 si ottengono le relazioni che portano alla
formula di calcolo dell’angolo orario della substilare. Si
ha:

tana =sin LAT a=DECL

POQ =2a+180°—2a PéK:%:%%a—a

TOK = POK —2a=90+a—a+2a=90—(a+a)

OTK =a+a 00K = OPK =a—-a
1—tan H
OT =R-tan(45°— H g5, ) = R.M
1+tan HSUBST
5 K 2 .
OK =R -sin(a—a) T = 0 - _s%n(a @)
cos(TOK) sin(a+ @)

: 4
x1=-Rsin2a A
y1=+Rcos2qa
a x2=0
DE%L 2 2=Rtan(45°-Hs)
7 T=(x2,y2)
/ Hsubs
I k »
X
B 0 D
Q
@ LAT
x3=Rsin2a
y3=-Rcos2a
C /

Fig. 12 Esplicitazione delle scale per la dimostrazione
della formula dell’anoolo orario della substilare

sinacos@—cosasin _

OT =R-= _
simacos+cosasma

1-tang/tana
" l+tan@/tana
e infine, uguagliando gli OT, la formula:
_ tan DECL

SUBST — .
sin LAT

tan H

Elevazione dello stilo ¢ (Fig.13)
Si traccia la retta che congiunge il valore (90°- H 0, ),

preso sul quadrante destro superiore, con il valore della
LAT sulla semicirconferenza di sinistra, letta in senso
orario; sul diametro verticale, scala di destra, si rileva cosi

Fig. 13 Esempio di rilievo dell’angolo € di elevazione
stilo, nel caso di LAT=46° ¢ DECL=-30°.
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il valore € di elevazione dello stilo, che nel nostro
esempio risulta 37°.
La formula che da I’elevazione € dello stilo &:
_ sin(90° — H gyper)
tan LAT
Mutatis mutandis, cioe, qui, gli argomenti delle funzioni
trigonometriche, questa formula ¢ la stessa dell’angolo
della substilare precedentemente vista, percio, per la
dimostrazione, a quella si rimanda.
Angolo ® fra una retta oraria e la substilare (Fig.14)
Si congiunge il punto sul quadrante destro inferiore che
individua I’angolo di elevazione € dello stilo con il punto
della scala alla destra sul diametro verticale che individua
il valore H —H g, , cio¢ I’angolo orario relativo alla
retta oraria che si vuole, diminuito dell’angolo orario
della substilare; il prolungamento di questa retta fin sulla
semicirconferenza sinistra, con lettura in senso antiorario,
individua il punto che rappresenta I’angolo ® fra la retta
oraria voluta e la substilare. Si ricorda che quando la
DECL ¢ negativa (verso Est) la substilare ¢ alla sinistra
della retta meridiana e ’ora substilare  H g, <0 cio¢ &

tan €

un’ora antimeridiana; viceversa quando DECL ¢ positiva
(verso Ovest) la substilare ¢

¢ alla destra della retta
meridiana e I'ora substilate  H,,., >0 cio¢ & un’ora
pomeridiana: DECL e Hg,,, hanno sempre lo stesso
segno, e di questo segno va tenuto conto nel calcolare il
valore di H —H ., . Inoltre, per quei valori di H per i
quali H—-Hg,,, <0, si deve operare sul cerchio di
(H=Hgpg), ©
considerare poi negativo il valore di ® cosi individuato.

: i v 5 ;
Per i valori di H — H g, >90°, operare con il valore

Foster con il valore assoluto di

Fig. 14 Esempio di rilievo degli angoli ® fra retta
oraria e substilare

supplementare  180—(H — H ), ottenere il risultato

, ¢ il valore corretto ¢ il valore 180-w.

by
x1=-RsinZa p @
yl=+Rcos2a A
a
T
2a H-Hsubit
/ :
K
Xl
B 0 D
T=(x2,y2) 2a £
x2=0 Q
y2=Rtan(45°-(H-Hsubst)) x3=Rsin2a
y3=-Rcos2a
&/

Fig. 15 Esplicitazione delle scale per la dimostrazione
della formula dell’angolo ® retta oraria/substilare

Dalla Fig.15 si ottengono le relazioni che portano alla
formula di calcolo dell’angolo ® fra una retta oraria di

angolo orario H e la substilare. In analogia ai casi
precedenti, si ha, :
AH=H-H a=w tana =sin &

SUBST
POQ =2a+180-2a POK = P0Q[2=90-(a—a)
OPK = 00K =90—-[90-(a—a)]|=a—a
OK =R -sin(a— )

KOT =90—(a+a) OTK =90-KOT =a+a

1—tan AH
1+tan AH
OT = OKA :R_sin(a—a)_l—tana/tana
sin OTK

OT = R-tan(45-AH)=R -

sin(@+@) 1+tan a/tana

tan tanw
tan AH = =

tana siné€

tan @ = tan(H — H g5 ) - sin €|

Nella tabella sono riepilogati i dati trovati per 1’esempio
sull’orologio verticale.

Riepilogo risultati dell’orologio verticale dell’esempio

LAT = 46° DECL=-30° (Est)
Angolo Substilare/Meridiana c = 25.8°
Angolo orario della substilare Hsubst = -38.7°
Angolo di elevazione dello stilo £ = 37.0°
Ore H (®) ® (°)
6 -90 -36.8
7 -75 -23.8
Angolo 8 -60 -15.2
Rette Orarie/ 9 45 37
Substilare 10 30 %)
® 11 -15 14.3
12 0 25.8
13 +15 39.3
14 +30 57.1
15 +45 79.6
16 +60 104.3
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